
Allgemeines lineares Modell 

Das Allgemeine Lineare Modell liefert einen Rahmen, in dem unterschiedliche Anordnungen von abhängigen und unabhängigen Variablen berücksichtigt werden können. Betrachtet werden können:

· eine (univariate Verfahren) oder mehrere (multivariate Verfahren) abhängige Variablen,

· eine (einfaktorielle beziehungsweise einfache Verfahren) oder mehrere (mehrfaktorielle beziehungsweise multiple Verfahren) unabhängige Variablen,

· diskrete und diskretisierte (Faktoren) oder kontinuierliche (Prädiktoren) unabhängige Variablen sowie

· unabhängige oder abhängige Stichproben. 

Linearkombination

Im Allgemeinen Linearen Modell wird davon ausgegangen, dass sich ein Wert, der an einem Individuum i in einer abhängigen Variablen y beobachtet wurde, durch eine Linearkombination von gewichteten Werten in gegebenenfalls mehreren anderen Variablen x beschreiben läßt:


Das damit formulierte lineare Modell stellt im allgemeinen nur eine Schätzung des wahren Wertes yi dar. Dies wird durch die Schreibweise [image: image1.png]


i kenntlich gemacht.

Um den wahren Wert yi zu erhalten, muss neben dem geschätzten Wert [image: image2.png]


i ein Schätz- oder Vorhersagefehler ei berücksichtigt werden:

yi = a0 xi0 + a1 xi1 + ... + ap xip + ei       (1 =< i =< n). 

(Vorhersage-) Fehler

Der Fehler ei beschreibt damit die Differenz zwischen wahrem Wert und geschätztem Wert:

ei = yi - [image: image3.png]


i       (1 =< i =< n).
Gleichungssystem

Werden die Linearkombinationen für mehrere Individuen gleichzeitig betrachtet, so erhält man ein lineares Gleichungssystem:

y1 = a0 x10 + a1 x11 + ... + ap x1p + e1
y2 = a0 x20 + a1 x21 + ... + ap x2p + e2
.
.
.
yN = a0 xN0 + a1 xN1 + ... + ap xNp + eN
Hierin sind sowohl die gesuchten Modellparameter a0 ... ap als auch die Fehler ei unbekannt. Wie kann dennoch eine eindeutige Lösung für die gesuchten Modellparameter gewährleistet werden?

Minimierungsprinzip

Hierzu wird das Prinzip der kleinsten (Fehler-) Quadrate herangezogen. Die Modellparameter werden so gewählt, dass die Summe der quadrierten Fehler ein Minimum annimmt:
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i ei2 = [image: image5.png]


i (yi - [image: image6.png]


i)2 = Minimum       (1 =< i =< n).

Damit ist ein Extremwertproblem formuliert. Zur seiner Lösung werden im Gleichungssystem zunächst die Fehler algebraisch isoliert. Das sich daraus ergebende Gleichungssystem wird anschließend nach den gesuchten Modellparametern differenziert. Sind die (Spalten-) Vektoren des Gleichungssystems linear unabhängig, ist die Nullstelle des durch Differenzierung gewonnenen Gleichungssystems eindeutig bestimmt.

Die Ermittlung der Nullstelle führt zu einer Lösung für die gesuchten Modellparameter, die das Prinzip der kleinsten Quadrate erfüllt.

Anwendungen des Minimierungsprinzips

Folgende statistische Verfahren können in das Allgemeine Lineare Modell eingeordnet werden: 

· das Arithmetische Mittel, 

· die einfaktorielle Varianzanalyse mit zwei Gruppen, 

· der t-Test für unabhängige Stichproben, 

· die einfaktorielle Varianzanalyse mit drei Gruppen und 

· die einfache lineare Regression. 
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